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Abstrak

Artikel ini membahas sebuah metoda desain pola grafis yang dihasilkan berdasrkan untai Thue-
Morse. Simbol 0 dan 1 pada untai masing-masing mewakili sebuah pola dasar yang direpresentasikan
oleh dua matriks berukuran sama. Pola agregat dihasilkan dengan mengatur rangkaian pola dalam
susuan persegi, menurut susunan untai Thue-Morse panjang 22n. Visualisasi pola dilakukan pada
bidang grid. Variasi pola bersumber pada pola dasar, dan panjang untai yang digunakan. Pada
bagian akhir artikel ini diberikan 5 contoh pola yang dihasilkan.
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Pendahuluan

Untai Thue-Morse [1] adalah untai biner yang di-
awali oleh 0, kemudian diikuti oleh komplemen
biner dari untai yang mendahuluinya. Sebagai con-
toh, prefiks untai Thue-Morse dengan panjang 1,
2, 4, dan 8 berturut-turut adalah 0, 01, 0110,
01101001. Untai Thue-Morse diterapkan antara
lain dalam fair division yang menguraikan metode
pembagian sebuah entitas secara bergiliran den-
gan adil [2], dan fairness competition untuk men-
gatur pergiliran pemain dalam sebuah kompetisi
[3]. Sejumlah penelitian mengkonversi representasi
untai Thue-Morse menjadi pola visual, dengan me-
manfaatkan sifat fraktal [4,5], aritmetika modular
dan aritmetika shaft [6]. Konversi visual meng-
hasilkan pola-pola yang artistik dengan tak hingga
banyaknya variasi kemungkinan. Artikel ini men-
gusulkan desain pola grafis menggunakan metode
konversi visual untai Thue-Morse dengan pemetaan
simbol 0 dan 1 ke himpunan pola yang telah didefin-
isikan dalam bentuk matriks. Metode konversi
diaplikasikan dalam sebuah algoritma yang mem-
bangkitkan untai Thue-Morse dengan panjang 22n,
yang selanjutnya dikonversi menjadi agregat pola
dalam grid berukuran 2n×2n. Sejauh penelusuran,
literatur belum menyajikan pembahasan dengan
menggunakan metode tersebut.

Metode Pembangkitan Pola

Berdasarkan [7], konstruksi untai Thue-Morse T =
t0t1t2... diberikan oleh:

T = lim
n→∞

ϕn(0),

di mana ϕ : {0, 1}∗ → {0, 1}∗adalah morfisma

yang didefinisikan sebagai ϕ(0) = 01 dan ϕ(1) = 10.

Berdasarkan konstruksi ini, maka panjang untai
Thue-Morse pada iterasi ke n adalah 2n. Sebagai
contoh:

ϕ(0) = 01

ϕ2(0) = ϕ(01) = 0110

ϕ3(0) = ϕ(0110) = 01101001

Pada artikel ini, untai Thue-Morse ϕ2n(0) di-
gunakan sebagai aturan dalam menyusun pola, di
mana 0 dan 1 masing-masing mewakili sebuah pola
yang didefinisikan. Penggunaan parameter 2n ditu-
jukan agar untai dapat disusun sebagai entri-entri
matriks persegi berukuran 2n × 2n , yang disebut
sebagai matriks untai.

Langkah selanjutnya adalah mendefinisikan
pemetaan b : {0, 1} → Mp×q. Matriks hasil
pemetaan memiliki dimensi p × q , dengan entri-
entrinya adalah 0 atau 1. Kemudian, seluruh en-
tri pada matriks untai dipetakan oleh b, sehingga
menghasilkan matriks berukuran 2n × 2n dengan
entri-entrinya adalah b(0) dan b(1). Pemetaan b
adalah trivial jika b(0) = [0] dan b(1) = [1]. Kemu-
dian dilakukan operasi concatenation antar kolom
dan antar baris sehingga dihasilkan matriks beruku-
ran (2n)p × (2n)q, yang disebut matriks agregat
pola, dan dinotasikan sebagai A.

Setelah itu dilakukan visualisasi berdasarkan
matriks A pada grid berukuran (2n)p× (2n)q. Vi-
sual dari entri A[i, j] adalah mengisi grid pada koor-
dinat (i,j), dengan putih jika A[i, j] = 0 , dan hitam
jika A[i, j] = 1 . Grid posisi (0,0) berada pada kiri
atas.
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Hasil dan Pembahasan

Pembangkitan untai Thue-Morse di- berikan oleh
algoritma pada Gambar 1.

b(0) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


(1)

b(1) =

0 0 1
0 1 0
1 0 0



Gambar 1: Algoritma pembangkit untai Thue
Morse

Fungsi concat digunakan untuk menyambung
dua untai. Sebagai contoh, concat ([0 1] , [1 0])
menghasilkan untai 0 1 1 0.

Untuk input n = 2, maka m = 4, sehingga di-
hasilkan untai Thue-Morse dengan panjang 2m =
24 = 16 yaitu:

[0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0],

Matriks untai berukuran 22×22 yang dihasilkan
adalah sebagai berikut:

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

 (2)

Setelah untai Thue-Morse panjang 2n di-
hasilkan, langkah selanjutnya adalah mendefin-
isikan pemetaan b : {0, 1} →Mp×q . Berikut adalah
contoh pendefinisian pemetaan b:

Pemetaan baris pertama dari matriks (1) di atas
menghasilkan [b(0) b(1) b(1) b(0)]yaitu:

Pemetaan serupa dilakukan pula untuk baris-
baris berikutnya dari matriks untai. Setelah selu-
ruh entri dipetakan, dilakukan concatenation antar

baris dan antar kolom untuk menghasilkan matriks
pola agregat A. Untuk contoh matriks (1) dengan
pemetaan pada (2), dihasilkan matriks A beruku-
ran 12× 12 sebagai berikut:

Algoritma pemetaan dan concatenation antar
kolom dan baris diberikan dalam Gambar 2:

Gambar 2: Algoritma pemetaan untai dan concate-
nation antar baris dan kolom

Visualisasi mariks A yang diberikan pada (3)
menghasilkan pola pada Gambar 3.

Gambar 3: Visual matriks A pada grid, untuk n =
2.
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Pola pada Gambar 3 dihasilkan dengan input
parameter n = 2. Untuk n = 4 dihasilkan untai
yang lebih panjang, sehingga memberikan efek du-
plikasi dan zoom out sebagaimana ditunjukkan oleh
Gambar 4.

Gambar 4: Visual matriks A pada grid, untuk n =
4.

Tabel 1 menyajikan beberapa variasi pola yang
dihasilkan berdasarkan pemetaan b dan n yang
berbeda.

Tabel 1: Beberapa pola terinduksi untai Thue-
Morse.

Penutup

Metode visualisasi untai Thue-Morse yang diba-
has pada penulisan ini memberikan variasi desain
pola yang tidak terbatas, dengan cara mengatur
parameter pola berupa fungsi b dan ukuran pola
n. Algoritma dapat dikembangkan agar pola dapat
dibangkitkan dengan memasukkan aspek pewar-
naan, maupun berdasarkan untai tak-hingga lain-
nya, seperti untai Fibonacci.
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