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Abstrak

Pemanfaatan teori pelabelan graf sangat dirasakan peranannya, terutama pada sektor
sistem komunikasi dan transportasi, navigasi geografis, radar, penyimpanan data komputer,
dan desain sirkuit terintegrasi pada kompunen elektronik. Salah satu jenis pelabelan adalah
pelabelan jumlah. Penelitian mengenai pelabelan jumlah optimal untuk berbagai graf di-
rasakan sulit, bahkan untuk jenis graf yang sederhana. Oleh karena itu, penelitian ini memba-
has mengenai pelabelan jumlah pada graf sederhana, berhingga dan tak berarah baru yang
merupakan pengembangan dari graf bintang. Graf tersebut dinamakan graf baling-baling
bertangkai. Selanjutnya, pada graf baling-baling bertangkai dilakukan konstruksi pelabelan
jumlah. Graf baling-baling bertangkai terbukti merupakan graf jumlah dengan bilangan

jumlahnya adalah 1.

Kata Kunci : bilangan jumlah, pelabelan jumlah, graf baling-baling bertangkai.

Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu pokok bahasan
bidang matematika kombinatorik yang banyak
digunakan untuk menyederhanakan penyelesa-
ian suatu masalah, khususnya masalah-masalah
yvang berkaitan dengan jaringan, perjalanan,
dan aliran. Dengan merepresetasikan masalah
dalam bentuk graf, permasalahan akan lebih
mudah untuk dipahami. Dalam kehidupan
sehari-hari banyak persoalan yang diimplemen-
tasikan dengan graf, antara lain pada bidang
riset operasi, aljabar, ilmu komputer dan kimia.

Teori graf diperkenalkan oleh seorang
matematikawan asal Swiss yang bernama Leon-
hard Euler pada tahun 1976. Pada saat
itu, graf digunakan untuk menyelesaikan per-
masalahan mengenai jembatan Konigsberg. Di
kota Konigherg terdapat sungai yang mem-
belah kota sehingga menjadi empat daratan
yang terpisah. Keempat daratan tersebut di-
hubungkan oleh tujuh jembatan. Warga kota
Konigsberg ingin mengetahui apakah mungkin
melewati semua jembatan tepat sekali dan kem-
bali ke tempat awal. Dengan memodelkan

masalah tersebut menggunakan graf dan meng-
gunakan beberapa konsep mengenai teori graf,
Euler telah membuktikan bahwa jawabanya
tidak mungkin. Pelabelan graf merupakan
salah satu topik dalam teori graf. Sampai saat
ini, pemanfaatan teori pelabelan graf sangat
dirasakan peranannya, terutama pada sektor
sistem komunikasi dan transportasi, navigasi
geografis, radar, penyimpanan data komputer,
dan desain sirkuit terintegrasi pada kompunen
elektronik. Secara informal, pelabelan pada su-
atu graf diartikan sebagai penempatan bilan-
gan bulat pada eleme-elemen dari suatu graf,
seperti simpul, busur, atau keduanya sesuai
dengan suatu ketentuan.

Pelabelan graf diperkenalkan pertama kali
oleh Sedalcek pada tahun 1964 (Gallian, 2009).
Sampai saat ini, ada beberapa jenis pelabelan
graf yang telah dikembangkan, diantaranya
adalah pelabelan jumlah, pelabelan harmonis,
pelabelan total tak beraturan, pelabelan ajaib,
dan pelabelan anti ajaib. Dalam pelabelan juga
telah banyak mengalami perkembangan baik
dari bentuk pelabelannya maupun dari bentuk
graf yang dilabeli.
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Pelabelan jumlah pada graf diperkenalkan
oleh Harary pada tahun 1990 (Harary, 1990).
Sejak saat itu, penelitian mengenai pelabelan
jumlah optimal untuk berbagai graf dirasakan
sulit, bahkan untuk jenis graf yang sederhana.
Oleh karena itu, dalam penelitian ini bertujuan
untuk mendefinisikan suatu graf berhingga,
sederhana, dan tak berarah yang baru. Se-
lanjutkan, pada graf tersebut diterapkan kon-
sep pelabelan jumlah. Selain itu, penelitian
ini membuktikan bahwa pelabelan jumlah yang
dilakukan pada graf baru yang didefinisikan
adalah optimal.

Tinjauan Pustaka

Penelitian mengenai pelabelan jumlah pada
graf terus berkembang. Pelabelan jumlah pada
jenis graf lengkap (Kn), graf bintang (Sn), graf
pohon (T),), graf lingkaran (C,,), graf kipas
(Fp), graf roda (Wn), Cocktail Party Graph,
dan Graf Lengkap Bipartite, (K, ,, m < n)
telah dilakukan. Pelabelan jumlah pada jenis
graf lengkap dilakukan oleh Harary, tahun 1990
dan Bergstrand, dkk tahun 1989. Graf lengkap
adalah graf sederhana yang setiap simpulnya
mempunyai sisi ke semua simpul lainnya.

Pelabelan jumlah optimal pada graf lengkap
untuk n = 2 mempunyai bilangan jumlah 1
(Harary, 1990) dan untuk n > 3 mempunyai
bilangan jumlah 2n — 3.

Graf bintang adalah graf terhubung dengan
sejumlah simpul yang masing-masing hanya
terhubung pada satu simpul tetap. Simpul
tetap ini disebut simpul pusat. Pelabelan jum-
lah pada graf bintang untuk n > 2 mempun-
yai bilangan jumlah 1 (Harary, 1990). Graf
sederhana lainnya yaitu graf pohon. Graf po-
hon adalah graf yang tidak mengandung sub-
graf berbentuk lingkaran. Pelabelan jumlah op-
timal pada graf pohon untuk n > 3 mempunyai
bilangan jumlah 1.

Graf lingkaran adalah graf sederhana yang
setiap simpulnya berderajat dua. Graf
lingkaran dengan n simpul dilambangkan den-
gan C,. Pelabelan jumlah optimal pada graf
pohon untuk n = 3 mempunyai bilangan jum-
lah 2, untuk n = 4 mempunyai bilangan jumlah
3, dan untuk n > 4 mempunyai bilangan jum-
lah 2 (Harary, 1990). Graf lingkaran dengan
3 simpul dapat dilabelkan {1,2,3}. Dua sim-
pul terisolasinya yaitu 4 dan 5. Graf lingkaran
dengan 4 simpul {z1,22,23,z4} dan 4 sisi

{z122, 2223, 324, z4x1} dapat dilabelkan se-
bagai berikut:

L(z1) = 5,L(z2) = 7,L(z3) = 6, L(z4) =
8.

Tiga simpul terisolasinya yaitu 12, 13,
dan 14.  Graf lingkaran yang mempunyai
simpul lebih dari empat (n > 4) dengan
L(z1) = a, L(z2)=b,a,beN, pelabelannya seba-
gai berikut:

L(:Cl) = L(:Ci_l) + L(m‘i_g)

dengan simpul terisolasi dilabeli dengan
L(zmn — 1)) + L(x,) dan L(z,) + L(z1).

Contoh konstruksi pelabelan jumlah graf
lingkaran sebagai berikut:
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Gambar 1: Pelabelan Jumlah Graf Lingkaran

Graf kipas untuk n = 4 mempunyai bilan-
gan jumlah dan untuk n > 6, dimana n ganjil
mempunyai bilangan jumlah 3 (Harary, 1990).
Graf roda untuk n = 4 mempunyai bilangan
jumlah 4 (Fernau et al, 2008, untuk n > 6, n
ganjil mempunyai bilangan jumlah n (Sutton
dan Miller, 2001), dan untuk n > 6, n genap
mempunyai bilangan jumlah n/2 + 2 (Miller et
al, 1998b). Tabel 1 merupakan daftar dari bi-
langan jumlah untuk beberapa graf yang telah
diketahui sebelumnya.

Metode Penelitian

Graf terdiri atas suatu himpunan tak kosong
V' yang anggotanya disebut simpul dan suatu
himpunan berhingga E yang berisi pasangan-
pasangan tak teurut dari simpul-simpul dan
anggotanya yang disebut busur. Himpunan
busur dapat berupa himpunan kosong. Graf G
dikatakan graf berhingga jika banyaknya simpul

46



Jurnal Ilmiah KOMPUTASI, Volume 12 Nomor : 2, Desember 2013 ISSN : 1412-9434

berhingga. Gelung (loop) adalah busur yang
memiliki ujung yang sama. Dua busur pada
suatu graf dikatakan busur ganda jika kedua
busur tersebut memiliki simpul-simpul ujung
yang sama. Graf yang tidak memiliki gelung
dan busur ganda disebut graf sederhana. Su-
atu graf G disebut graf berarah jika G terdiri
dari himpunan simpul V' dan himpunan busur
FE yang anggota himpunan busur F merupakan
pasangan terurut dari simpul-simpul di V. Jika
anggota himpunan busur F bukan merupakan
pasangan terurut dari simpul, maka graf G dise-
but graf tak berarah. Pada penelitian ini digu-
nakan graf sederhana, berhingga, dan tak be-
rarah.

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang
pemetaan atau fungsi yang memasangkan
unsur-unsur graf (simpul dan sisi) ke him-
punan bilangan bulat positif. Jika domain dari
pemetaan adalah simpul, maka pelabelan dise-
but pelabelan simpul. Jika domainnya adalah
sisi, maka disebut pelabelan sisi, dan jika do-
mainnya simpul dan sisi, maka disebut pela-
belan total.

Salah satu jenis pelabelan yaitu pelabelan
jumlah.  Misalkan G adalah graf dengan
himpunan simpul V(G) dan himpunan busur
E(G), dengan |V(G)| dan |E(G)| masing-
masing menyatakan banyak simpul dan busur
pada graf G. Pelabelan jumlah merupakan su-
atu pemetaan A dariV(G) ke bilangan bulat
positif sedemikian sehingga untuk sembarang
dua simpul, u,v € V(G) dengan label masing-
masing yaitu A(u) dan A(v), (uv) merupakan
suatu busur jika dan hanya jikak(u) + A(v)
merupakan label pada simpul lainnya di V(G).
Graf G yang mempunyai pelabelan jumlah op-
timal disebut graf jumlah. Berdasarkan defin-
isi tersebut, setiap simpul dengan label terbe-
sar tidak mungkin bertetangga dengan simpul
lain di graf tersebut, maka setiap graf jum-
lah selalu memuat minimal 1 simpul teriso-
lasi. Banyaknya simpul terisolasi minimal yang
harus ditambahkan pada G agar G merupakan
graf jumlah disebut bilangan jumlah dari G
yang dinotasikan sebagai o(G). Suatu graf
jumlah bersama dengan simpul terisolasi yang
paling sedikit dinamakan graf jumlah yang op-
timal.

Pada penelitian ini didefinisikan suatu je-
nis graf sederhana, berhingga dan tak berarah
baru yang merupakan pengembangan dari graf
bintang. Selanjutnya, pada graf tersebut di-

lakukan konstruksi pelabelan jumlah. Setelah
dilakukan konstruksi pelabelan jumlah, peneli-
tian ini membuktikan bahwa konstruksi yang
dilakukan optimal dengan bilangan jumlah pal-
ing sedikit sehingga diperoleh graf jumlah op-
timal yang baru.

Implementasi Metode

Bagan berikut menggambarkan implementasi
metode pada penelitian ini.

Tahapan yang dilakukan dalam penelitian
ini adalah :

{(Graf Baling-Baling Bertangkai)

)

{ Konstruksi Pelabelan Jumlah Pada ]

Pendefinisian Graf Sederhana,
Berhingga, dan Tak Berarah Yang Baru

Graf Baling-Baling Bertangkai

Pembuktian Pelabelan Graf
Baling-Baling Bertangkai

Penentuan Bilangan Jumlah
Graf Baling-Baling Bertangkai

Gambar 2: Diagram Alur Penelitian

Hasil dan Pembasan

Graf bintang merupakan salah satu contoh
graf jumlah (Harary, 1990). Graf tersebut
dapat dikembangkan membentuk suatu jenis
graf baru dengan menambahkan suatu segit-
iga pada setiap ujung simpul graf bintang dan
satu buah busur dari titik pusat graf bintang.
Dengan penambahan tersebut akan memben-
tuk graf baru yang berbentuk seperti baling-
baling yang mempunyai sebuah tangkai. Oleh
karena itu, graf baru tersebut dinamakan graf
baling-baling bertangkai.

Definisi

Graf baling-baling bertangkai merupakan
pengembangan dari graf bintang. Graf baling-
baling diperoleh dengan cara menambahkan

suatu segitiga (C3) pada setiap ujung simpul
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pada graf bintang sehingga salah satu titik
sudut segitiga (C3) tersebut berhimpit dengan
ujung simpul pada graf bintang lalu ditam-
bahkan lagi satu buah busur dari titik pusat.
Graf baling-baling bertangkai dengan n buah
segitiga (C3) dinotasikan sebagai B3 .
Gambar berikut merupakan contoh dari
graf baling-baling bertangkai yaitu Graf Bj 5.

Gambar 3: Graf B35

Dengan menggunakan konsep pelabelan
jumlah yang telah dilakukan (Harary, 1990),
Teorema 1 menunjukkan pelabelan jumlah
pada graf baling-baling bertangkai optimal se-
hingga graf baling-baling merupakan suatu graf
jumlah.

Teorema 1

Setiap graf baling-baling bertangkai, Bsj,
adalah graf jumlah.

Bukti: Misalkan vy menyatakan simpul
pusat, v; ; menyatakan simpul ke-j pada segit-
iga ke-i, dengan ¢ = 1,2,...,n dan 5 = 1,2,3.
Pertama, diberi label pada vy dan vy, den-
gan v, v1,1 > 0. Lalu, label vy o dengan vy +
v1,1, label v1 3 dengan v 1 + vy2. Lalu dilan-
jutkan pelabelan untuk segitiga ke-2, label vg 1
dengan v1,1 +v1,3, label V2.9 dengan V1,2 + V1,3,
dan seterusnya, sehingga diperoleh:

V;,1=Vi—1,11TV;-1,3

Vi 27 Vi—121tVi—13

V;,3=0;,110;,2

Oleh karena itu, label terbesar yang di-
gunakan yaitu vp411 — Vp1 + vp3. Dikare-
nakan konstruksi pelabelan menggunakan kon-
sep barisan bilangan Fibonacci (Munir, 2001)
maka hanya akan ada 1 titik terisolasi v, 412 =
Un,2 + vp 3. Dengan konstruksi pelabelan terse-
but diperoleh rumus pelabelan sebagai berikut:

ifl_l .
vin = E5=vg + 37 oy

i—1 -
Vi = 3 2“?)0 + 3 1uy (1)

V3 = 3i_1U0 + 2.32‘_11}171

dengan ¢ = 1, 2, ...,n dan rumus untuk label
terbesar yaitu

Unt1,1 = %Uo +3"v11

Sehingga rumus pelabelan untuk 1 titik ter-
isolasi diperoleh sebagai berikut:

vmn + 1, 2) = (3” + 1)/2U0 + 3”11171

Untuk memeriksa bahwa tidak ada kon-
struksi pelabelan yang tidak diinginkan, maka
dilakukan pemeriksaan sebagai berikut:

1. Pelabelan antara segitiga ke-i dengan se-
gitiga ke-i 4 1.

Pelabelan pada segitiga ke-i yaitu {v; 1;
Vo + Vi,15 Vo + 24,1} dan pela-
belan pada segitiga ke—i +
1 yaitu { vo + 3v;1;2v9 +
3v;1;3vg + 6v; 1}

Gambar 4: Graf Bz,

Dengan memperhatikan segitiga ke—¢
dan ke-i41 pada Gambar 4, hasil penjum-
lahan 2 simpul v; 1 dan v; 411 yaitu vg +
4v; 1, karena nilai v;1 > vo dan sifat bi-
langan Fibonacci diperoleh v;1q1,1 = vo +
32)2"1 < Vg + 41)1‘,1 dan vy + 41)1'71 bukanlah
anggota dari barisan bilangan Fibonacci
vang digunakan dalam konstruksi pela-
belan yang terlihat dari persamaan (1)
sehingga vo + 4v;1 tidak akan ada pada
label simpul manapun. Sama halnya un-
tuk hasil penjumlahan simpul v; 1 dengan
simpul lain pada segitiga ke-¢ + 1. Hal ini
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juga berlaku untuk v;2 dan v;3 jika di-
jumlahkan dengan simpul lain pada segit-
iga ke-i+1, tidak akan terhubung oleh su-
atu busur karena sifat bilangan Fibonacci
dan hasil penjumlahannya bukan meru-
pakan anggota barisan bilangan Fibonac-
ci. Oleh karena itu, hasil penjumlahan
2 simpul pada segitiga yang berbeda me-
mang tidak terhubung karena hasil pen-
jumlahannya bukan merupakan label pa-
da simpul manapun, sehingga tidak akan
ada busur antara segitiga ke-¢ dengan se-
gitiga ke-i 4 1.

2. Pelabelan antara vy dengan v;2,v9 den-
gan v; 3.

Vi2 = Vg + Vi1
;3 = Vo + 21)@'71

diperoleh v; o + vg = 2vg + v;1dan v; 3 +
vg = 2vp + 2v;1. Dikarenakan sifat bi-
langan Fibonacci dan v; 2 = vg + v;1 <
200 + vi1 < Vi1 + V2 = vo + 201 =
v; 3 maka 2vg + v; 1 tidak mungkin meru-
pakan label dari simpul manapun, sehing-
ga tidak akan ada busur antara vy den-
gan v; 2. Sama halnya untuk vy dengan
v; 3, dikarenakan sifat bilangan Fibonac-
ci dan v;3= vg + 2v;1 < 2vg + 2v;1 <
Vi1 + vi3 = v + 3Vi1 = Vit11 maka
2vg + 2v;1 tidak mungkin merupakan la-
bel dari simpul manapun, sehingga tidak
akan ada busur antara vy dengan v; 3.

Berdasarkan pembuktian teorema 1 sebelum-
nya diperoleh teorema berikut.

Teorema 2

Graf baling-baling bertangkai, B3, mempun-
vai bilangan jumlah 1.

Penutup

Dalam penelitian ini telah dibuktikan bahwa
dapat ditemukan pelabelan jumlah pada graf
baling-baling bertangkai dengan baling-baling
berbentuk segitiga (Cs), Bs,. Graf baling-
baling bertangkai, Bs, mempunyai bilangan

jumlah (sum number) 1. Pelabelan jumlah

pada graf baling-baling bertangkai dengan
baling-baling berbentuk lainnya mungkin da-
pat ditemukan pula. Pelabelan jumlah pada
gabungan graf baling-baling bertangkai dapat
pula ditemukan dengan menggunakan cara kon-
struksi pelabelan yang serupa pada graf baling-
baling bertangkai. Selain itu, pelabelan jumlah
pada bentuk graf lainnya yang sederhana juga
mungkin masih dapat ditemukan.
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