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Abstrak

Proses perhitungan perkalian matriks-vektor dalam penyelesaian masalah di dunia nyata
seringkali melibatkan matriks dengan ukuran sembarang dan besar. Oleh sebab itu, paralelisasi
dilakukan untuk mempercepat proses perhitungan tersebut yang biasanya memerlukan waktu lama.
Makalah ini membahas paralelisasi yang efisien untuk perkalian matriks-vektor melalui teknik graf.
Teknik graph partitioning yang telah dibahas pada penelitian sebelumnya tidak dapat digunakan
dalam menyelesaikan perhitungan perkalian matriks-vektor dengan ukuran matriks sembarang. Hal ini
disebabkan oleh asumsi dari teknik graph partitioning yang hanya dapat menyelesaikan matriks
persegi dan simetris saja. Adapun implementasi yang ditunjukkan pada makalah ini adalah perkalian
matriks dengan ukuran 4 X 3 dan vector berukuran 3 X 1 dimana matriks tersebut bukan matriks
persegi ataupun simetris sehingga teknik graph partitioning tidak dapat digunakan. Dengan demikian,
teknik hypergraph partitioning dipilih untuk mengatasi kekurangan dari teknik graph partitioning

tersebut.
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Pendahuluan

Perhitungan perkalian matriks-vektor sangat
dibutuhkan dalam menyelesaikan berbagai
permasalahan perhitungan di dunia nyata,
contohnya dalam menentukan solusi sistem
persamaan linier. Ukuran matriks yang besar
memunculkan kendala waktu yang lama dari
proses perhitungan tersebut. Hal ini berakibat
pada akurasi hasil perhitungan yang tidak real-
time. Beberapa penelitian terdahulu mencoba
melakukan paralelisasi terhadap perhitungan
perkalian matriks-vektor salah satunya dengan
mengadopsi  konsep graf, yaituteknikgraph
partitioning [4, 6, 9]. Namun, terdapat asumsi
yang harus dipenuhi dalam
mengimplementasikan teknik graph partitioning
tersebut dimana matriks harus berukuran persegi
dan simetris. Padahal, pada permasalahan dunia
nyata ukuran matriks tidak hanya terbatas pada
persegi dan simetris saja.

Pada makalah ini penulis menggunakan
teknik hypergraph partitioning untuk mengatasi
kekurangan dari teknik graph partitioning
dimana teknik ini dapat digunakan untuk
sembarang ukurang matriks. Berbeda dengan
teknik  graph  partitioning, pada teknik

hypergraph partitioning ini setiapedge dapat
menghubungkan lebih dari dua verteks atau biasa

disebut sebagai net (hyperedge). Dengan
demikian, selanjutnya ditunjukkan proses
perhitungan perkalian matriks-vektor secara
parallel disertai dengan contoh

melaluiteknikhypergraph partitioning.
Hypergraph Partitioning

Misalkan hypergraph tidak berarah dinotasikan
sebagai H = (V,N) dengan V adalah himpunan
tak kosong dari verteks-verteks dimanan = |V|
menyatakan banyaknya verteks. Sedangkan, N
adalah himpunan net yang menghubungkan
verteks-verteks tersebut. Setiap net, njeN,
merupakan  subset dari verteks (n; S V).
Verteks-verteks pada n; disebut dengan pins dan
dinotasikan sebagai pins[nj]. Ukuran dari net
sama dengan banyaknya pins, dinotasikan
dengan s; = |pins[nj]|. Himpunan net yang
terhubung dengan suatu verteks, misal v;,
dinotasikan dengan nets[v;]. Selain itu, derajat
dari suatu verteks merupakan banyaknya net

yang terhubung dengan verteks tersebut,
dinotasikan dengan d; = |nets[v;]|. Graf
merupakan kasus khusus dari hypergraph

sedemikian sehingga setiap net memiliki tepat 2
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pin. Seperti halnya pada graf, bobot verteks dan
net juga didefinisikan pada hypergraph.
Misalkan w;menotasikan bobot dari v;eV dan ¢;
menotasikan cost dari n;eN.

Selanjutnya, misalkan pula partisill =
{1, 63, ..., ox}adalah himpunan K partisi pada
H. Net yang memiliki paling sedikit satu pin
pada suatu partisi dikatakan connect dengan
partisi tersebut. Himpunan connectivity/; dari n;
didefinisikan sebagai himpunan partisi yang
dihubungkan oleh n;. Adapun banyaknya partisi
yang dihubungkan oleh n; dinotasikan dengan
A= |nj|. n; dikatakan cut jika terhubung lebih
dari satu partisi (/'lj > 1) dan sebaliknya
dikatakan uncut()lj = 1). Adapun masing-
masing cut dan uncutnet pada hypergraph ini
secara berurutan disebut pula dengan net
eksternal dan internal. Himpunan net eksternal
pada partisi Il dinotasikan dengan Ng.
Selanjutnya, diberikan dua definisi cutsize untuk
merepresentasikan total cost pada partisi I yaitu:

x(D) = anENE Cj (1)
dan

x(I1) = aneNE Cj (Aj - 1) (2)
Pada persamaan (1), setiap cut netn;

berkontribusi pada cutsize sebesar c;. Sedangkan,
pada persamaan (2), setiap cutnetn; memberikan
kontribusi  sebesar ¢; (Aj - 1) pada cutsize.
Dengan demikian, permasalahan hypergraph
partitioning dapat didefinisikan sebagai teknik
untuk mempartisi suatu hypergraph menjadi dua
bagian atau lebih sedemikian sehingga diperoleh
cutsize minimum dengan balance criterion
sebagai berikut [1, 2]:

Wy < Wapg(1 +€), untuk k = 1,2,-+-,K
dimana

vieV Wi
Wy = Zviegfak w; dan Wavg = 2 LI:

serta & (maksimum rasio imbalance yang
ditentukan) merupakan suatu bilangan kecil
nonnegatif.

Adapun  algoritma  optimisasi  yang
digunakan dalam teknik Aypergraph partitioning
pada makalah ini adalah algoritma Fiduccia-
Mattheyses (atau dikenal dengan algoritma
FM)[3]. Konsep algoritma ini hampir sama
dengan algoritma Kernighan-Lin [8] yang
terbatas hanya dapat digunakan untuk kasus dua
partisi saja. Perbedaannya adalah jika pada
algoritma Kernighan-Lin menerapkan konsep
penukaran sepasang verteks pada setiap
iterasinya maka tidak demikian halnya dengan

algoritma FM. Konsep dari algoritma FM ini
adalah menukar satu per-satu verteks pada setiap
iterasi. Pertama-tama, definisikan initial state,
yakni himpunan verteks yang secara acak
dipartisi menjadi dua bagian. Selanjutnya, setiap
verteks akan berpindah posisi dari partisi yang
satu ke partisi lainnya dengan konsep gain, yaitu
nilai yang menandakan pengurangan -cutsize.
Gain yang bertanda positif akan mengurangi
cutsize sedangkan gain bertanda negatif akan
meningkatkan cutsize. Proses ini dilakukan
sehingga verteks dengan gain terbesar akan
dipindah posisi partisinya. Kemudian, verteks
yang telah berpindah posisi partisinya tidak
diikutsertakan kembali dalam perhitungan gain
pada iterasi selanjutnya. Selain itu, perpindahan
tersebut menyebabkan perubahan nilai gain pada
verteks-verteks yang lain. Proses ini dilakukan
terus berulang kali sedemikian sehingga tidak
terdapat verteks yang berpindah posisi lagi.
Dengan demikian, solusi optimal dari algoritma
FM adalah partisi dengan cutsize terkecil.

Paralelisasi Matriks-Vektor

Terdapat dua model untuk mendekomposisikan
matriks dengan menggunakan hypergraph
partitioning yaitu model column-net dan row-
net. Misalkan diberikan matriks sembarang
berukuran m Xn dan vektor n X 1 sebagai

berikut:
a11 Q12 Qip X1
a a eoa X
A= :21 2:2 ?n , X = :2 3)
Am1  Am2 Amn Xn
Pada model column-net, matriks A
direpresentasikan sebagai hypergraph Hp =

(Vr, Nc)dimana setiap baris matriks 4 diwakili
oleh  verteks-verteks di  dalamVp pada
hypergraph dan setiap kolom matriks 4 diwakili
oleh net-net di dalam N;. Sedangkan, pada
model row-net, matriks A direpresentasikan
sebagai hypergraph H, = (V;, Ng)dimana setiap
baris matriks 4 diwakili oleh verteks-verteks di
dalamV, pada hypergraph dan setiap kolom
matriks A diwakili oleh net-net di dalam
Ng.Dengan demikian, baik model column-net
maupun row-net terdapat satu verteks v; dan satu
netn; untuk setiap baris ke-i dan kolom ke-j.

Matriks pada persamaan (3) selanjutnya
dibentuk menjadi blok-blok matriks sebanyak
K X K yang dapat dinyatakan pada persamaan
(4) berikut ini.
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All A12 AIK
a=|f Ao
AKl AKZ AKK

Dimana K merupakan banyaknya prosesor
dengan setiapmatriks  A;;berukuran m; X nj,
sedemikian sehingga

Yk m; =mdan Zlenj =n.
Sama halnya seperti matriks, vektor X pun juga

dibagi menjadi beberapa sub-vektor yang
bersesuaian sebagai berikut:
X
=7l ©
Xk

Dimana X; terdiri dari n;elemen (Z;;l n; = n).
Pada teknik hypergraph partitioning ini,
blok-blok matriks yang tidak terletak pada
diagonal utama disusun sedemikan schingga
mayoritas elemen-elemen blok matriks tersebut
banyak yang bernilai nol. Dengan demikian
berarti bahwa komunikasi antar prosesor menjadi
berkurang. Selanjutnya sub-matriks dan sub-
vektor pada persamaan (4) dan (5) dikalikan
secara  paralel. Adapun algoritma yang
digunakan dalam perkalian matriks-vektor
adalah algoritma row-based partitioning [5, 7]
dimana setiap prosesor mengerjakan masing-
masing baris blok matriks pada persamaan (4).
Tahap awal algoritma row-based partitioning ini
menyatakan bahwa prosesor i yang menyimpan
sub-vektor X;, mengerjakan blok baris ke-i dari
matriks A4, yaitu [4;; Ap Ai].
Selanjutnya, X; dikirim ke setiap prosesorj # i
dengan Aj; # 0. Selama pesan dari prosesor
i #j belum diterima oleh prosesor j, setiap
prosesor menghitung A;;X;. Adapun ketika X;
telah diterima oleh prosesorj # i, untuk
elemenAj;tidak nol, selanjutnya prosesor j
menghitung Aj; X;. Pada proses pengiriman pesan
tersebut diasumsikan bahwa masing-masing
prosesor telah mengetahui pesan yang akan
dikirim oleh prosesor lainnya. Dengan demikian,
prosesor j,1 <j <k, menghasilkan perkalian
matriks-vektor yang terdiri dari n; elemen, yaitu

k _
Yi=1 4ji%;.

Implementasi

Salah satu penerapan paralelisasi perhitungan
perkalian matriks-vektor dengan
mengimplementasikan hypergraph partitioning
diberikan pada contoh berikut ini. Misalkan

Aadalah matriks berukuran 4 X 3 dan x adalah
vektor berukuran 3 X 1 pada persamaan (6).

1 0 0 X
0 1 1f -
A= 1 1 O,x=[xz]. (6)
X3
1 0 1
Matriks 4 pada persamaan (6) dapat
direpresentasikan  sebagai  hypergraphdengan

model column-net yang memiliki 4 verteks yaitu
Vq,V5,V3,dan vyserta 3 net yaitu,ng, n,danns
yang masing-masing
menghubungkan{v,,vs,v,}, {v,,v3}, dan
{v,,v4}. Vertex-verteks padamasing-masing net
disebut dengan  pins  sehingga  untuk
permasalahan tersebut terdapat 3 pins yaitu,
pins [ni] = {vy,v3, v}, pins [n,] = {vy, vs},
dan pins [n3] = {v,,v,}. Dengan  demikian,
permasalahan model column-net pada persamaan

(6) dapat digambarkan sebagai hypergraph
sebagai berikut:
Gambar 1. Hypergraph
Seperti  telah  dijelaskan pada  bab

sebelumnya bahwa pada makalah ini algoritma
FM dilakukan pada tahapan optimisasi dari
teknik hypergraph partitioning. Oleh sebab itu,
hypergraph pada Gambar 1 dipartisi menjadi
dua bagian dimana initial state dari masing-
masing partisi pertama (,) dan kedua (g,)
misalnya beranggotakan {v,,v,} dan {v;,v,},
seperti ditunjukkan pada Gambar 2 berikut ini:

#y B,

Gambar 2. Inisial Partisi

Terlihat pada Gambar 2 bahwa cutsize awal
adalah sebesar 3. Dengan menggunakan software
Matlab 7.01, diketahui bahwa v, memiliki gain
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terbesar sehingga posisinya perlu dipindah dari
sebelumnya pada partisi pertama menjadi partisi
kedua pada iterasi pertama sedemikian sehingga
#1={v.} dan ) ={vyv3 vy}, seperti
direpresentasikan pada Gambar 3. Dengan
demikian, diperoleh cutsize baru, yaitu sebesar 1.

Gambar 3. Partisi Pertama

Algoritma FM  kemudian dilanjutkan
sedemikan sehingga diketahui bahwa 121
memiliki gain terbesar sehingga posisinya perlu
dipindah kembali pada iterasi kedua sedemikian
sehingga 7 ={ } dan @5 = {vy,v;,v3,v,}
(lihat Gambar 4). Pada iterasi kedua ini cutsize
yang dihasilkan adalahsebesar 0.

Gambar 4. Partisi Kedua

Adapun gain terbesar pada iterasi kedua ini
ditempati oleh v; sehingga posisinya perlu
dipindah pada iterasi ketiga, seperti ditunjukkan
pada Gambar 5 dimana 5053) ={v3} dan

‘@53) = {vy1,v,,v,}. Cutsize pada iterasi ketiga

ini bernilai 2.

2 2

=l =t
#y 3

Gambar 5. Partisi Ketiga

Terakhir, posisi v, kemudian dipindah juga
pada iterasi keempat dimana 5054) = {vs,v,} dan
5024) ={v,,v,} sehingga diperoleh cutsize

sebesar 3 seperti direpresentasikan pada Gambar
6.

Gambar 6. PartisiKeempat

Solusi optimum dari penerapan algoritma
FM ini diperoleh pada iterasi pertama dengan
cutsize sebesar 1. Selanjutnya, matriks A pada
persamaan (1) juga dapat direpresentasikan
sebagai hypergraph dengan model row-net yang
memiliki 3 verteks yaitu v{, v5, danvsserta 4 net
yaitu,ny, nj, njdan n, yang masing-masing
menghubungkan{v; }, {vy,v3}, {vi, vy}
dan{v;,v3} sehingga terdapat 4 pinsy yaitu,
pins [n1] = {v1}, pins [ny] = {v;, v},
pins [n3] = {v1, vz} dan pins [n3] = {v1, v3}.
Dengan cara yang samaseperti model column-
net, maka partisi juga dilakukan untuk model
row-net sedemikian sehingga diperoleh solusi
optimum dimana 0, = {v{} dan g, = {v3, v3}.

Dengandemikian, hasil yang diperoleh pada
teknik hypergraph partitioning tersebut dapat
direpresentasikan sebagai blok matriks seperti
diberikan pada persamaan (7).

1, iﬂ, fl
P mal0 0
Y [
P, Yx(1,1 0
w10 1
i
(7
Selanjutnya untuk memudahkan

pemahaman, maka masing-masing blok matriks
pada persamaan (5) dinotasikan kembali ke
dalam beberapa sub-matriks berikut ini:

All AlZ]

a=|
Az1 Az
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dimana

Ay =[1],A; = [0 0],

0 1 1
AZl =|1 ,danAZZ =11 O .
1 0 1

Proses perhitungan perkalian matriks-vektor
dapat dilakukan secara paralel menggunakan
algoritma  row-based  partitioning  dengan
menerapkan hasil dari hypergraph partitioning
tersebut. Pertama-tama masing-masing prosesor
pertama dan kedua melakukan perkalian matriks
Ay, dengan x; dan A,, dengan [x,, x3]7 secara
paralel. Selanjutnya, = prosesor  pertama
mengirimkan x; kepada prosesor kedua dan
mengalikannya dengan matriks  A,; untuk
kemudian dijumlahkan dengan hasil perkalian
yang telah dilakukan sebelumnya dalam prosesor
kedua, begitu pun sebaliknya. x; yang
dikirimkan oleh prosesor-i kepada prosesor-j
merupakan komunikasi yang terjadi dalam
perkalian matriks-vektor. Dengan demikian,
proses perhitungan perkalian matriks-vektor
secara paralel dengan mengadopsi teknik
hypergraph partitioning dapat tercapai.

Penutup

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada
makalah ini, dapat disimpulkan bahwa teknik
hypergraph partitioning dapat digunakan dalam
melakukan paralelisasi perkalian matriks ukuran
sembarang dengan sebuah vektor dimana setiap
prosesor hanya mengalikan baris-baris matriks
yang terdapat pada hasil partisi dari teknik
hypergraph partitioning saja. Paralelisasi dengan

teknik hypergraph partitioning 1ini berhasil
mengurangi komunikasi yang terjadi antar
prosesor schingga proses komputasi yang

dilakukan menjadi lebih efisien. Kedua teknik
graph partitioning dan hypergraph partitioning
dalam paralelisasi perhitungan perkalian matriks-
vektor yang telah dijelaskan pada makalah ini
baru dapat diimplementasikan dengan model
pemrograman multi-prosesor pada arsitektur
distributed memory. Padahal, sejak intel
menemukan teknologi hyperthreading, teknik
paralelisasi cenderung beralih dari pemrograman
multi-prosesor menjadi pemrograman multi-
thread pada arsitektur shared memory. Pada
pemrograman multi-thread ini, memori dapat
diakses oleh beberapa prosesor secara bersamaan
dimana setiap prosesor dapat mengeksekusi lebih
dari satu rangkaian kode program yang
independen selama periode waktu tertentu secara

bersama-sama  pula. Oleh  sebab itu,
implementasi kedua teknik graph partitioning
dan hypergraph partitioning tersebut dalam
memparalelkan perhitungan perkalian matriks-
vektor dapat dikembangkan pada arsitektur
shared memory.
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